
Chapter 4

��������

4.1 ���Poisson���

���������������� Zd �������������

���������������������������

P(X(t1)−X(t0) = j⃗1, . . . , X(tn)−X(tn−1) = j⃗n) =

n�

m=1

P(X(tm−tm−1) = j⃗m).

�� j⃗m ∈ Zd������������� X0 = 0⃗�

4.1.1 ������

����� N ������ {N(t) : t ≥ 0} �����������
N(0) = 0���� 0 ������������� 0 ���� E1����

��� 1����� E2 �� 1 �������� En ���������

����� P(En > t) = e−t������� {En : n ≥ 1} �������
������������

Jn =




0, n = 0,
�n

m=1Em, n ≥ 1,

��

N(t) = max{n ≥ 0 : Jn ≤ t}

������� {N(t) : t ≥ 1} ���������
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����������������� En ��� 0��
�∞

m=1Em = ∞
���� 1������� 1 ��N(t) �������� t ∈ [0,∞) �

N(t) ∈ N ����������������������������
�������� 1����� t ∈ (0,+∞)�N(t) −N(t−) ∈ {0, 1}���
� N(t−) ���� lims↗tN(s)��

�������{N(t) : t ≥ 0} �����������������
���������������� s, t < (0,+∞)�N(s+ t)−N(s) ��

���� s �� N(τ)�0 ≤ τ ≤ s�����������������

N(t) − N(s) ���� {N(τ) : τ ∈ [0, s]} ��� σ-�����������
������� N(t)�

P(N(s+ t)−N(s) ≥ n | N(τ), τ ∈ [0, s]) = P(N(t) ≥ n), n ∈ N. (4.1)

������������ s, t ∈ [0,∞) ��� A ∈ σ({N(τ) : τ ∈ [0, s]})�
����� n ≥ 0�P({N(s+ t)−N(s) ≥ n} ∩A) = P(N(t) ≥ n)P(A)��
������ A �

A =

∞�

m=0

Am, Am = A ∩ {N(s) = m}.

��� Am ∈ σ({N(τ) : τ ∈ [0, s]})��������� Am �� N(s+ t)−
N(s) ��������������� Am �

Am = {Jm+1 > s} ∩B, B ∈ σ({E1, . . . , Em}),

�� B � Jm ≤ s������ Em+1 ����������� Em+1 � B

���������

P(Am) = P({Em+1 > s− Jm} ∩B)
� Em+1 ��

=
� Jm ���

E[e−(s−Jm), B].

������� Em+1, Em+2, . . . � B �����

P({N(s+ t)−N(s) ≥ n} ∩Am)

= P({Jm+n ≤ s+ t} ∩ {Jm+1 > s} ∩B)

= P({Em+1 + · · ·+ Em+n ≤ s+ t− Jm} ∩ {Em+1 > s− Jm} ∩B)

= E


P(Em+1 + · · ·+ Em+n ≤ s+ t− Jm,&Em+1 > s− Jm | Jm)� �� �

�� Em+1, . . . , Em+n ������ Jm ���

, B




� �� �
����� σ({E1, . . . , Em}) ���

.
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�� Em+1 ������������������������ a ≥ 0 �

�� b�P(Em+1 > a + b | Em+1 > a) = P(Em+1 > b)���� P(Em+1 >

a + b, Em+1 > a) = P(Em+1 > a + b)P(Em+1 > a + b,&Em+1 > a) =

P(Em+1 > a)P(Em+1 > b)�����

PEm+1(Em+1 ≤ t− (Em+2 + · · ·+ Em+n) + (s− Jm),

&Em+1 > s− Jm | Jm)

= E[P(Em+1 ≤ t− (Em+2 + · · ·+ Em+n))� �� �
� Jm ����

PEm+1(Em+1 > s− Jm) | Jm]

= PEm+1(Em+1 ≤ t− (Em+2 + · · ·+ Em+n))PEm+1(Em+1 > s− Jm | Jm).

���������

P({N(s+ t)−N(s) ≥ n} ∩Am)

= E [P(Em+1 + · · ·+ Em+n ≤ t)P(Em+1 > s− Jm | Jm), B]

= P(Em+1 + · · ·+ Em+n ≤ t)E[P(Em+1 > s− Jm | Jm) ∩B)

= P(N(t) ≤ n)P{Em+1 > s− Jm} ∩B)

= P(N(t) ≤ n)P(Am).

�������(4.1)�
�� P(N(t) ≤ n)�����������������������

���������������� P(N(t) ≤ n) = tn/n!������N(t)

������ t ����������

���������

P(N(s+ t)−N(s) = n | N(τ), τ ∈ [0, s]) = e−t t
n

n!
,

P(N(s+ t) = n | N(τ), τ ∈ [0, s]) = e−t tn−N(s)

(n−N(s))!
1[0,n](N(s)).

4.1.2 Zd ��������

� µ� Zd������������ µ0⃗ = 0������������

� R > 0 ���������� X⃗(0) = 0⃗ ������� {X⃗(t) : t ≥ 0}�
��������� 0⃗�� 0 ��������������������

� R−1 ���������������������������� µ
k⃗

��� k⃗ �������������� R−1 ������������
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����� µ
k⃗
����� k⃗ �������������������

d = 1�µ1 = 1 � R = 1 ����

��������������� {B⃗n} �������������
µ � Zd ������� X⃗0 = 0⃗���� n ≥ 1�� Xn =

�n
m=1 B⃗m����

�� {X⃗(t) : t ≥ 0} � X⃗(t) = X⃗N(R(t))��� {N(t) : t ≥ 0} �� {B⃗m} �
�����������

���X⃗(0) = 0⃗����� [0,∞) � Zd ����X⃗(t) �������

�������������� B⃗m ��� 0⃗������� (s, t] ���

����������� N(Rt) − N(Rs)������B⃗n = X⃗n − X⃗n−1

� X⃗(t) �� n ������������ J0 = 0 �� n ≥ 1 � Jn �

X⃗(t) � n �������� N(Rt) = n ���� Jn ≤ Rt < Jn+1���

� X⃗(Jn)− X⃗(Jn−1) = X⃗n − X⃗n−1 = B⃗n��������� {En : n ≥ 1}
��� {N(t) : t ≥ 0} ��������������

Jn − Jn−1 =
En

R
, X⃗(t)− X⃗(t−) =




0⃗, t ∈ (Jn−1, Jn),

B⃗n, t = Jn.

��������������������������

�������������������������������

������

P(X⃗(s+ t)− X⃗(s) = k⃗ | X⃗(τ), τ ∈ [0, s]) = P(X⃗(t) = k⃗), k⃗ ∈ Zd.

������������������������������ A ∈
σ({X⃗(τ) : τ ∈ [0, s]})��

P({X⃗(s+ t)− X⃗(s) = k⃗} ∩A) = P(X⃗(s+ t)− X⃗(s) = k⃗)P(A)

= P(X⃗(t) = k⃗)P(A).
(4.2)

������������ A �� N(Rs) = m������������

������ Am�����A ��� σ({X⃗m+n − X⃗m : n ≥ 0})�����
���� {X⃗n} ������ σ({N(R(s+ t))−N(Rs)})��������
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����������������� σ-���������

P({X⃗(s+ t)− X⃗(s) = k⃗} ∩A)

=
∞�

n=0

P({X⃗(s+ t)− X⃗(s) = k⃗&N(R(s+ t))−N(Rs) = n} ∩A)

=
∞�

n=0

P({X⃗m+n − X⃗m = k⃗&N(R(s+ t))−N(Rs) = n} ∩A)

=

∞�

n=0

P(X⃗n = k⃗)P(N(R(s+ t))−N(Rs) = n)P(A)

=

∞�

n=0

P(X⃗n = k⃗)P(N(Rt) = n)P(A)

=

∞�

n=0

P(X⃗n = k⃗&N(Rt) = n)P(A) = P(X⃗(t) = k⃗)P(A).

����(4.2)�
������ X⃗(t) ��������� B⃗1������ B⃗n����

� µ�������� µ∗n���� X⃗n = B⃗1 + B⃗2 + · · ·+ B⃗n ������

��� µ∗0 � 0⃗ ������(µ∗0)
k⃗
= δ

0⃗,⃗k
�����

(µ∗n)
k⃗
=
�

j⃗∈Zd

(µ∗(n−1))
k⃗−j⃗

(µ)⃗j , n ≥ 1.

���

P(X⃗(t) = k⃗) =
∞�

n=0

P(X⃗n = k⃗&N(Rt) = n) = e−Rt
∞�

n=0

(Rt)n

n!
(µ∗n)

k⃗
.

�����(4.2)���������� A ∈ σ({X⃗(τ) : τ ∈ [0, s]}) ����
� N(Rs) ���

P({X⃗(s+ t) = k⃗} ∩A)

=
�

j⃗∈Zd

P({X⃗(s+ t) = k⃗} ∩A ∩ {X⃗(s) = j⃗})

=
�

j⃗∈Zd

P({X⃗(s+ t)− X⃗(s) = k⃗ − j⃗} ∩A ∩ {X⃗(s) = j⃗})

=
�

j∈Zd

(P(t))⃗
jk⃗
P(A ∩ {X⃗(s) = j⃗)

= E[(P(t))
X⃗(s),⃗k

, A],
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��

(P(t))⃗
j,⃗k

= e−Rt
∞�

m=0

(Rt)m

m!
(µ∗m)

k⃗−j⃗
.

����������

P(X⃗(s+ t) = k⃗ | X⃗(σ),σ ∈ [0, s]) = (P(t))
X⃗(s),⃗k

,

������ {X⃗(t) : t ≥ 0} �������������������
P(t)�

��� {P(t) : t ≥ 0} ������������-������
�Chapman-Kolmogorov���

P(s+ t) = P(s)P(t), s, t ∈ [0,∞).

����������������� (P(t))⃗
jk⃗

= (P(t))
0⃗,⃗k−j⃗

����

X⃗(0) = 0⃗�

(P(s+ t))
0⃗,⃗k

= P(X⃗(s+ t) = k⃗)

=
�

j⃗∈Zd

P(X⃗(s+ t) = k⃗&X⃗(s) = j⃗)

=
�

j⃗∈Zd

P(X⃗(s+ t) = k⃗ | X⃗(s) = j⃗)P(X⃗(s) = j⃗)

=
�

j⃗∈Zd

(P(t)⃗
j,⃗k

(P(t)0⃗,⃗j = (P(s)P(t))
0⃗,⃗k

.

4.2 ���������

� S����������P������������ i ∈ S�(P)ii =
0��� R = {Ri : i ∈ S} ⊆ [0,∞) ������������� S ���
������������� R �������� P ���������
��

1. ��� [0,∞) � S ����X(t) �������������

2. � J0 = 0 ���� n ≥ 1�Jn � X(t) �� n ����Jn−1 < ∞ �
�����

P(Jn > Jn−1+t&X(Jn) = j | X(τ), τ ∈ [0, Jn)) = e
−tRX(Jn−1 (P)X(Jn−1),j .
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�������� supR < ∞���������
������������������������������

������ i ∈ S�Ri > 0��������������������

��������������������� Galton-Watson ����
��������� 0 ����������������������

������� n ≥ 0�P(Jn < ∞) = 1����� Xn = X(Jn) ��

En = (Jn − Jn−1)RXn−1�n = 1, 2, . . .���������������

P(En > t&Xn = j | {E1, . . . , En−1∪{X0, . . . , Xn−1}) = e−t(P)Xn−1,j . (4.3)

���{Xn : n ≥ 0} ��� P �������������������
� X(0) ����{En : n ≥ 1} �������������������
���{Xn : n ≥ 0}���� σ-���� {En : n ≥ 1}���� σ-����
���������{Xn : n ≥ 0} � {En : n ≥ 1} �����������
��������� {Xn : n ≥ 0} � {En : n ≥ 1}������

{X(t) : t ≥ 0}��� (e1, . . . , en, . . . ) ∈ (0,∞)Z+ � (j0, . . . , jn, . . . ) ∈ SN�
�

Φ(R,P)(t; (e1, . . . , en, . . . ), (j0, . . . , jn, . . . )) = jn, �� ξn ≤ t < ξn,

�� ξ0 = 0�� n ≥ 1� ξn =
�n

m=1R
−1
jm−1

em���� {Xn : n ≥ 0}� {En :

n ≥ 1}�� {X(t) : t ≥ 0}������X(t) = Φ(R,P)(t; (E1, . . . , En, . . . ), (X0, . . . , Xn, . . . ))�

�� 0 ≤ t <
�∞

m=1R
−1
jm−1

Em�������� supR < ∞����� 1 �

�� 0 ≤ t <
�∞

m=1R
−1
jm−1

Em�������������{X(t) : t ≥ 0} �
{Xn : n ≥ 0} ∪ {En : n ≥ 1} �����
���������������� Ri �� 0�� S0 = {i : Ri = 0}�

�� R̄ = {R̄i : i ∈ S} �

R̄i =




Ri, i /∈ S0,

1, i ∈ S0.

�� R̄ � P ��������������� {X̄(t) : t ≥ 0}�� ξ =

inf{t ≥ 0 : X̄(t) ∈ S0}��������{X(t) : t ≥ 0} ������
{X̄(t ∧ ζ) : t ≥ 0}������������ {X̄(t)}����� t ∧ ζ ��

������ {X(t)}������ {X̄(t)} ��������������
��
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��� i ∈ S0�� {X(i)
n : n ≥ 0}� S��������� {Ēn : n ≥ 1}

� (0,∞) ���������

1. σ({X(i)
n : n ≥ 0&i ∈ S})�σ({Ēn : n ≥ 1}) � σ({X(t) : t ≥ 0}) ��

���

2. ���� i ∈ S0�{X(i)
n : n ≥ 0} ��� P ������������

��������� X
(i)
0 = i�

3. {Ēn : n ≥ 1} ��������������������

�� i ∈ S������ X̄(i)(0) = i ����������������

X̄(i)(t) = Φ(R̄,P)(t; (Ē1, . . . , Ēn, . . . ), (X
(i)
0 , . . . , X(i)

n , . . . )).

������� {X̄(t)} ��� {X(t)} � {X̄(i)(t)} ����

X̄(t) =




X(t), t < ζ,

X̄(i)(t− ζ), t ≥ ζ�X(ζ) = i ∈ S0.

��������������� {X̄(t)} ��� R̄ � P ��������
� J̄0 = 0 � J̄m � X̄(t) � m �������������� n ��

� A ∈ σ({X̄(τ) : τ ∈ [0, J̄n)}�

P({J̄n > J̄n−1 + t&X̄(J̄n) = j} ∩A) = E[e−tR̄X̄(Jn−1)(P)X̄(J̄n−1),j , A]. (4.4)

��������������m = 0, . . . , n−1�A� X̄(J̄m) = jm�����

�� A������������������������� j0, . . . , jn−1

���� S0������� Rjm > 0���� A ∈ σ({X(σ) : σ ∈ [0, Jn)})�
��� τ ∈ [0, Jn)��� X̄(t) = X(t)���������(4.4)����(4.3)�
������ m = min{k < n : jk ∈ S0 � jm = i}��

J̄k =




Jk, k = 0, . . . ,m,

J̄
(i)
k−m + Jm, k = m+ 1, . . . , n,

��A ∈ σ({X0, X1, . . . , Xm, X
(i)
1 , . . . , X

(i)
n−m−1, E1, . . . , Em, E

(i)
1 , . . . , E

(i)
n−m−1})�

������������A = B∩C���B ∈ σ({X0, X1, . . . , Xm, E1, . . . , Em}�



4.2. ��������� 67

C ∈ σ({X(i)
1 , . . . , X

(i)
n−m−1, E

(i)
1 , . . . , E

(i)
n−m−1})�� B,C �����P(A) =

P(B)P(C)���

P({J̄n > J̄n−1 + t&X̄(J̄n) = j} ∩A)

= P({J̄n > J̄n−1 + t&X̄(J̄n) = j} ∩ C ∩B)

= P({J̄ (i)
n−m > J̄

(i)
n−m−1 + t&X̄

(i)
n−m = j} ∩ C)P(B)

= P({J̄ (i)
n−m > J̄

(i)
n−m−1 + t&X̄

(i)
n−m = j} | C)� �� �

������� {X̄(i)(t)} �����

P(C)P(B)

= exp(−tR̄jn−1)(P)jn−1,jP(C)P(B) exp(−tR̄jn−1)(P)jn−1,jP(A)

= E[exp(−tR̄X̄(Jn−1))(P)X̄(Jn−1),j , A].

�������������� R ���������������

���� P ��������X0 = X(0)���������������

����� Ei ���������� Ri = 0�������� Ei � Xi

�����

4.2.1 ���

������������������ (P(t))ij = P(X(t) = j | X(0) =

i)��

P(X(s+ t) = j | X(τ), τ ∈ [0, s]) = (P(t))X(s),j . (4.5)

������������� A ∈ σ({X(τ) : τ ∈ [0, s]})�

P({X(s+ t) = j} ∩A) = (P(t))X(s),jP(A). (4.6)

������������� A ��X(s) = i�������� X(s) ���

� A ����������������������

P({X(s+ t) = j} ∩A) = (P(t))ijP(A). (4.7)

�����

A =

∞�

m=0

Am, Am = A ∩ {N(s) = m},

������(4.7)�� A �� Am������

Am = {Em+1 > Ri(s− Jm)} ∩Bm,

Bm ∈ σ({E1, . . . , Em} ∪ {X0, . . . , Xm}) �Bm ⊆ {Jm ≤ s}.
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���������� s ∈ [ξm, ξm+1)��

ΦR,P(s+ t; (e1, . . . , en, . . . ), (j0, . . . , jn, . . . )) =

ΦR,P(t; (em+1 −Rjm(s− ξm), em+2, . . . , em+n, . . . ), (jm, . . . , jm+n, . . . )).

�����

P({X(s+ t) = j} ∩Am)

= P({X(s+ t) = j&Em+1 > Ri(s− Jm)} ∩Bm)

= P({ΦR,P(s+ t; (E1, . . . , En, . . . ); (X0, . . . , Xn, . . . )) = j}
∩ {Em+1 > Ri(s− Jm)} ∩Bm)

= P({ΦR,P(t; (Em+1 −Ri(s− Jm), Em+2, . . . , Em+n, . . . );

(i,Xm+1, . . . , Xm+n, . . . )) = j} ∩ {Em+1 > Ri(s− Jm)} ∩Bm)

= P(X(t) = j | X(0) = i)P({Em+1 > Ri(s− Jm)} ∩Bm)

= (P(t))ijP(Am).

�����������

����������� {P(t) : t ≥ 0} ������

(P(s+ t))ij

=
�

k∈S
P(X(s+ t) = j&X(s) = k | X(0) = i)

=
�

k∈S
P(X(s+ t) = j | X(s) = k,X(0) = i)P(X(s) = k | X(0) = i)

=
�

k∈S
(P(t))k,j(P(s))i,k = (P(s)P(t))ij .

������������������������������

������������� {P(t) : t ≥ 0} ������������
{X(t) : t ≥ 0} ��� S ���������(4.5)�� X(0) ������

µ����� n ≥ 1�0 = t0 < t1 < · · · < tn �� j0, . . . , jn ∈ S���

P(X(t0) = j0, . . . , X(tn) = jn) = µj0(P(t1 − t0))j0j1 · · · (P(tn − tn−1))jn−1jn .

� n = 1 �������(4.5)������� n > 1 ��� s = tn−1�t =

tn− tn−1 � A = {X(t0) = j0, . . . , X(tn−1) = jn−1} ∈ σ({X(τ) : τ ∈ [0, s]})�
��(4.6)�����

P(X(t0) = j0, . . . , X(tn) = jn) = P(X(s+ t) = jn ∩A) = (P(t))jn−1jnP(A),
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���������������

4.2.2 Q �������������

� R � P ������� {P(t) : t ≥ 0}�
������ P(t) � etQ����Q ��� P(t) ��������
������������ t > 0

(P(t))ij = δije
−tRi +Ri

� t

0
e−τRi(PP(t− τ))ijdτ. (4.8)

�� Ri = 0��� (P(t))ij = δij�������� δij�����(4.8)���
���������(4.8)� Ri > 0 �����

��

(P(t))ij = δijP(E1 > tR1 | X(0) = i) + P(E1 ≤ tRi&X(t) = j | X(0) = i),

�� P(E1 > tR1 | X(0) = i) = e−tRi��

P(E1 ≤ tRi&X(t) = j | X(0) = i)

= E[P(X(t) = j | E1), E1 ≤ tRi | X(0) = i]

= E


 (P(t−R−1

i E1)X2,j� �� �
���(4.5)��� s = R−1

i E1

, E1 ≤ tRi

��������
X(0) = i




= E
�
E
�
(P(t−R−1

i E1)X2,j

��X(0) = i
�
, E1 ≤ tRi

�
,

��� E1 � X(0) = X1 �����

= E

��

k∈S
(P(t−R−1

i E1)kj(P)ik, E1 ≤ tRi

�

= E
�
(PP(t−R−1

i E1))ij , E1 ≤ tRi

�

=

� t

0
e−τRi(PP(t− τ))ijdτ.

������������(4.8)�
�(4.8)��� t ���������������������

d

dt
(P(t))ij = −Ri(P(t))ij +Ri(PP(t))ij ,
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���������Q-����

d

dt
P(t) = QP(t), Q = diag(Ri)(P − I). (4.9)

������ R := diag(Ri)�

4.2.3 ����������

��3.2.1�������� ∥·∥∞,∞���������������

���� ∥Q∥∞,∞ ≤ supi∈SRi < ∞��(4.9)������������

P(t) = I +

� t

0
QP(s)ds

= I +

� t

0
Q
�
I +

� s

0
QP(τ)dτ

�
ds

= I + tQ +

� t

0
(t− τ)Q2P(τ)dτ.

������� t > 0�

∥P(t)− I − tQ∥∞,∞ =

����
� t

0
(t− τ)Q2P(τ)dτ

����
∞,∞

≤
� t

0
(t− τ)∥Q∥2∞,∞ · ∥P(τ)∥∞,∞� �� �

≤1

dτ

≤ t2

2
∥Q∥2∞,∞.

(4.10)

�� P(t) �������
����

P(t+ h)− P(t)
h

− P(t)Q
����
∞,∞

=
1

h
∥P(t)∥ · ∥P(h)− I − hQ∥ ≤ h

2
∥Q∥2∞,∞.

(4.11)
� h → 0�����������������������������

d

dt
P(t) = P(t)Q, P(0) = I.

4.2.4 ����������

������

P(t) = etQ :=

∞�

m=0

tm

m!
Qm. (4.12)
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���������������������� ∥·∥∞,∞ �������

��� e(s+t)Q = esQetQ������{etQ : t ≥ 0} ������������
etQ � t < 0 ���������� {etQ : t ∈ R} ������������
�(4.10)������

∥etQ − I − tQ∥∞,∞ ≤ t2

2
et∥Q∥∞,∞∥Q∥2∞,∞, (4.13)

����(4.11)���
�����
e(t+h)Q − etQ

h
− etQQ

�����
∞,∞

≤ h

2
et∥Q∥∞,∞∥Q∥2∞,∞,

��������� d
dte

tQ = etQQ�������� e(t−τ)QP(τ)�τ ∈ [0, t]��

�������������������� P(t)�τ = t���� etQ�τ = 0

������������

d

dτ

�
e(t−τ)QP(τ)

�
=

�
d

dτ
e(t−τ)Q

�
P(τ) + e(t−τ)Q d

dτ
(P(τ))

=
�
−e(t−τ)QQ

�
P(τ) + e(t−τ)Q (QP(τ))� �� �

������

= 0

(4.14)

������

4.2.5 ����������

����� R � P ���������������������

• ������ t ������ i ∈ S����������������
� h ��������������� hRi,

• ������ t ������ i ∈ S������� h ������

��������������������������� j ̸= i ��

���� (P)ij�

������������� ϵ : R+ → R+ �������� limh→0 ϵ(h) =

0����������

��P(X(t+ h) ̸= X(t) | X(τ), τ ∈ [0, t])− hRX(t)

�� ≤ hϵ(h),
��P(X(t+ h) = j | X(τ), τ ∈ [0, t],&X(t+ h) ̸= X(t))− (P)X(t),j

�� ≤ ϵ(h).
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���������������� j ̸= X(t)�
��P(X(t+ h) = j | X(τ), τ ∈ [0, t])− h(Q)X(t),j

�� ≤ hϵ(h)(RX(t) + ϵ(h)).

��������� supi∈SRi < ∞�����������������
���� j ∈ S����� ϵ′ : R+ → R+ � limh→0 ϵ

′(h) = 0���
��P(X + h) = j | X(τ), τ ∈ [0, t])− δX(t),j − h(Q)X(t),j

�� ≤ hϵ′(h). (4.15)

���������������� P(t) = etQ ��������

� s > 0 � A ∈ σ({X(τ) : τ ∈ [0, s]})���� t ≥ 0��� S ���
�� µ(t)������ j ∈ S�(µ(t))j = P({X(s+ t) = j} ∩ A)�����

���� (µ(t))j = E[δX(s+t),j , A]��� h ≥ 0����

(µ(t+ h))j = E[δX(s+t+h),j , A]

= E


E[δX(s+t+h),j | X(τ), τ ∈ [0, s+ t])
� �� �

σ({X(τ), τ ∈ [0, s+ t]}) ������

, A




= E[P(X(s+ t+ h) = j | X(τ), τ ∈ [0, s+ t]), A]

�(4.15)����

|(µ(t+ h))j − (µ(t))j − h(µ(t)Q)j |
= |(µ(t+ h))j − (µ(t))j − hE[(Q)X(s+t),j , A]|
= |E[P(X(s+ t+ h) = j | X(τ), τ ∈ [0, s+ t]), A]

− E[δX(s+t),j , A]− hE[(Q)X(s+t),j , A]|
= |E[P(X(s+ t+ h) = j | X(τ), τ ∈ [0, s+ t])− δX(s+t),j − h(Q)X(s+t),j� �� �

≤hϵ′(h)

, A]|

≤ hϵ′(h).

������ h → 0 ������� t ≥ 0���� d
dtµ(t) = µ(t)Q����

��(4.14)�����
d

dτ
µ(τ)e(t−τ)Q = 0, τ ∈ (0, t).

�������

P({X(s+ t) = j} ∩A) = µ(t) = µ(0)etQ = µ(0)P(t) = E[(P(t))X(s),j , A],

���(4.5)�
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4.3 ����

4.3.1 �����

������������������������������

Q = R(P − I)���� PR

(PR)ij =




(P)ij , Ri > 0,

δij , Ri = 0.

�� PR � Q ������ Q = R(PR − I)���(4.12)�������

(1) ��� t > 0 �� (P(t))ij > 0��

(2) �� n ≥ 0 �� (Qn)ij > 0�����

(1’) ���� t > 0�(P(t))ij > 0��������

(3) �� n ≥ 0 �� (Qn)ij > 0 ����� i ��������� PR �

���� j�

�������������������� i�Q-������ j���

i
Q→ j��� i

Q→ i � j
Q→ i��� i � j�Q-������ i

Q↔ j�����

���� Q-����� S ��Q-������
��������������� Ri = 0���� i ∈ S0������

����� i ��������������������� Ri > 0 ��

����� i ��������Q-������ P(σi < ∞ | X(0) = i) = 1�

�� σj = inf{t ≥ J1 : X(t) = i}�J1 �����������������

� i �Q-����
����� i ∈ S�Q-��/��� PR�������������/�

������� Ri = 0���� i ���������������i �

Q-������� Q �������������

P(�������� S0 �������� i | X0 = i)

+P(�������� S0 ∪ {i} �������� i | X0 = i)

+P(�������� S0 ∪ {i} �������� i | X0 = i)

+ . . . .
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��� 1������������������� PR ��������

��

P(X1 /∈ S0&X2 = i | X0 = i)

P(X1, X2 /∈ S0 ∪ {i}&X3 = i | X0 = i)

P(X1, X2, X3 /∈ S0 ∪ {i}&X4 = i | X0 = i)

. . . ,

���������� 1 �� PR ������� i ����������

����������������Q-��/����� Q �������
���

��������������2.3.2���� i ∈ S \ S0������
��

σ
(m)
i =





0, m = 0,

σi, m = 1,

∞, m > 1�σ(m−1) = ∞,

inf{t ≥ Jl+1 : X(t) = j}, m > 1�σ(m−1) = Jl < ∞.

��� i ∈ S0������ σ
(0)
i = 0�σi = σ

(1)
i = σ

(2)
i = · · · = ∞�����

�������

P(σ(m)
i < ∞ | X0 = i) = P(σi < ∞ | X0 = i)m,

��

E

�� σ
(m+1)
i

σ
(m)
i

1{i}(X(t))dt,σ
(m)
i < ∞

�����X0 = i

�

= E
�� σi

0
1{i}(X(t))dt

����X0 = i

�
P(σ(m)

i < ∞ | X(0) = i)

= E[J1 | X0 = i]P(σ(m)
i < ∞ | X(0) = i)

=
P(σi < ∞ | X(0) = i)m

Ri
,

E
�� ∞

0
1{j}(X(t))dt

����X(0) = i

�
=

E
�� ∞

0
1{j}(X(t))dt

����X(0) = j

�
P(σj < ∞ | X(0) = i),
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����

E
�� ∞

0
1{j}(X(t))dt

����X(0) = i

�
=

1

Rj

�
δij +

P(σj < ∞ | X0 = i

P(σj = ∞ | X0 = j)

�
.

�����

E
�� ∞

0
1{i}(X(t))dt

����X(0) = i

�
= ∞

����

P
�� ∞

0
1{i}(X(t))dt = ∞

����X(0) = i

�
= 1,

�

E
�� ∞

0
1{i}(X(t))dt

����X(0) = i

�
< ∞

����

P
�� ∞

0
1{i}(X(t))dt < ∞

����X(0) = i

�
= 1.

���������������

�� 4.3.1. ������ i ∈ S��������

1. i � Q-��/���

2. ���� t ∈ (0,∞) �� i �������� P(t) ��/���

3. ��� t ∈ (0,∞) �� i �������� P(t) ��/���

��. ��

E
�� ∞

0
1{i}(X(t))dt

����X(0) = i

�
=

� ∞

0
(P(t))iidt,

i � Q-��/������ P(t)-��/��������
� ∞

0
(P(t))iidt ��

∞�

n=0

(P(t)n)ii

�� ∞ ���� ∞��� (P(h))ii ≥ P(X(h) = i,σi > h | X(0) = i) =

P(J1 > h | X(0) = i) = e−hRi����

(P(t))ii ≥ (P(t− s))ii(P(s))ii ≥ e−(t−s)Ri(P(s))ii, 0 ≤ s < t.

����� t > 0�n ∈ N � τ ∈ [nt, (n+ 1)t)�

(P(t)n+1)ii = (P((n+ 1)t))ii ≥ e−tRi(P(τ))ii,

e−tRi(P(t)n)ii = e−tRi(P(nt))ii ≤ (P(τ))ii.
(4.16)
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������ t > 0�

te−tRi

∞�

n=0

(P(t)n)ii ≤
� ∞

0
(P(τ))iidτ ≤ tetRi

∞�

n=0

(P(t)n+1)ii.

���������

4.3.2 ���������

�� 4.3.2. (a) ����� j ∈ S�limt→∞(P(t))jj����������
��� π̂jj������� i ̸= j�

lim
t→∞

(P(t))ij = P(σj < ∞ | X(0) = i)π̂jj .

�������� π̂ij�

(b) �� π̂jj > 0������ jQ-����� i��� π̂ii > 0�

(c) �� π̂jj > 0�� C = {i ∈ S : i
Q↔ j}�π̂C ���������

(π̂C)i = 1C(i)π̂i����� s > 0�π̂C � Stat(P(s)) �������
k /∈ C�� k ������� 0 �����/���

(d) �� µ ∈ Stat(P(s))��

µj =



�

i
Q↔j

µi


 π̂jj .

����������������(3.3)��������

(P(t))ij = e−tRiδij + E[(P(t− σj))jj ,σj ≤ t | X(0) = i]. (4.17)

�������������

P(X(t) = j,σj > t | X(0) = i) +
∞�

m=1

P(X(t) = j,σj = Jm ≤ t | X(0) = i).

������������������ m ����� X(t) ������

�����

P(ΦR,P(t− Jm; (Em+1, . . . , Em+n, . . . ), (j,Xm+1, . . . , Xm+n, . . . )) = j,

σj = Jm ≤ t | X0 = i) = E[(P(t− Jm))jj ,σj = Jm ≤ t | X(0) = i].

���� m ≥ 1 ���������(4.17)������
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��4.3.2���. �(a)�����������������������
����(4.17)�������(P(s))ii ≥ e−sRi > 0����� P(s) �

��������������������������(3.10)����
�

lim
n→∞

(P(s)n)ii = lim
n→∞

(P(ns))ii = π(s)ii

���

�� π(s)ii ����� s����������� m ∈ Z+�π(m−1)ii =

π(1)ii��������limt→∞(P(t))ii ����� π(1)ii����(4.16)�
��������� t ∈ (n/m, (n+ 1)/m)���

(P(t))ii ≥ e−Ri/m(P( n
m
))ii, (P(t))ii ≤ eRi/m(P(n+ 1

m
))ii.

���

lim inf
t→∞

((P(t))ii ≥ e−
Ri
m lim

n→∞
(P( n

m
))ii = e−

Ri
m π(1)ii,

lim sup
t→∞

((P(t))ii ≤ e
Ri
m lim

n→∞
(P( n

m
))i+1,i+1 = e

Ri
m π(1)ii.

� m → ∞�����������π̂ii �� π(1)ii�

�� i ̸= j�������(4.17)�����

lim
t→∞

(P(t))ij = lim
t→∞

E[(P(t− σj))jj ,σj ≤ t | X(0) = i]

���� X(0) = j ��
= lim

t→∞

� ∞

0
(P(t− σj))jj1σj≤tdσj

Lebesgue ����
=

g(σj)=1

� ∞

0
lim
t→∞

(P(t− σj))jj1σj≤tdσj

=

� ∞

0
π̂jjdσj = π̂jjP(σj < ∞).

���(b)�������� π̂jj = π(1)jj > 0���� j �� P(1) �
������������������ i

Q↔ j���� P(1) �� i ↔ j�

�� j ��������π(1)ii = π̂ii > 0�

����������(c)�(d)���������C = {i : i Q↔ j} �
��� P(s) ��� {i : i ↔ j}����(c)������� π(s)C ���

������ (π(s)C)i = 1C(i)(π(s))ii���� π(s)C ���� Stat(P(s))
����������/������ π̂C = π(s)C����������

�(d)���� P(s) �������������������
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���������������� i��� π̂ii > 0���� i ���

������������������ Q-��������
����������3.2.2����������

�� 4.3.1. �� j � Q-������C = {i ∈ S : i
Q↔ j}�������

C �������� P(X(0) ∈ C) = 1��

lim
t→∞

E

��
1

T

� T

0
1{j}(X(t))dt− π̂jj

�2
�
= 0.

��. ���������3.2.2��������������� S = C�

�������������������� X(0) ��� πC �����

�����

������� f : S → R��� f(i) = δj(i) + π̂jj��������

�� f⃗ �� f�� fi = f(i)���(3.9)��������� X(t) ����

� π̂C ������

E

��
1

T

� T

0
f(X(t))dt

�2
�

=
2

T 2

� T

0



� t

0
E[f(X(s))f(X(t))]� �� �

=α(t):=
∑

i∈C(π̂C)ifi(P(t)f)i

ds


 dt

=
2

T 2

� T

0

�� t

0
α(t− s)ds

�
dt

=
2

T

� T

0

�
1− t

T

�
α(t)dt = 2

� 1

0
(1− s)α(Ts)ds.

������� i��� t → ∞�((P(t)f)i = (P(t))ij − πjj → 0�����

�������������� (̂π)Ci ������ α(t) → 0�������

α(t) ∈ [0, 1]������������� u
� 1
0 (1− s)α(Ts)ds ������

1− s������������

4.3.3 (π̂C)ij ������

����������������� πij � E[ρj | X0 = j] � P(ρj <
∞ | X0 = i ���������� R(s)�P ��������������
������������������� (R(s))ij ����������α

�� 1− s�

L(α)ij = αE
�� ∞

0
e−αt1{j}(X(t))dt

����X(0) = i

�
= α

� ∞

0
e−αt(P(t))ijdt.
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�� t → ∞ � (P(t))ij → π̂ij���� limα↘0 L(α)ij = π̂ij�������

��(4.17)���������� X(0) = i�

L(α)ii = α

� ∞

0
e−αt

�
e−tRi + E[(P(t− σi))ii,σi ≤ t | X(0) = i]

�
dt

= α

�
1

α+Ri
+

� ∞

0
e−αt

� t

0
(P(t− s))iidσi(s)dt

�

= α

�
1

α+Ri
+

� ∞

0

� ∞

s
(P(t− s))iie

−αtdtdσi(s)

�

= α

�
1

α+Ri
+

� ∞

0
e−αs

� ∞

s
(P(t− s))iie

−α(t−s)dtdσi(s)

�

= α




1

α+Ri
+

� ∞

0
e−αs

� ∞

0
(P(t))iie−αtdt

� �� �
α−1L(α)ii

dσi(s)




= α




1

α+Ri
+ α−1L(α)ii

� ∞

0
e−αsdσi(s)

� �� �
E[e−ασi |X(0)=i]




=
α

α+Ri
+ E[e−ασi | X(0) = i]L(α)ii.

� Ri = 0 ��P(σi = ∞ | X(0) = i) = 1������ α ∈ (0, 1)����

E[e−ασi | X0 = i] = 0�� Ri > 0 ��

lim
α↘1

α−1(1− E[e−ασi | X(0) = i]) = lim
α↘1

E[α−1(1− e−ασi) | X(0) = i]

Lebesgue ����
=

g(x)=α−1
E
�
lim
α↘0

α−1(1− e−ασi)

����X(0) = i

�

= E[σi | X(0) = i].

����

π̂ii =




1, Ri = 0,

1
RiE[σi|X(0)=i] , Ri > 0.

�����4.3.2�(a)�����

π̂ij =




δij + P(σj < ∞ | X(0) = i), Ri = 0,

P(σj<∞|X(0)=i)
RjE[σj |X(0)=j] , Rj > 0.

��������i ������������Ri = 0 � E[σi | X(0) = i] <

∞�
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