
Chapter 3

��������

3.1 �����

�����������������������i → j�����

�� i ��������������� j����������� n ≥ 0�

(Pn)ij > 0�������������������������

i → j, j → k =⇒ i → k.

�� i → j �� j → i���� i, j ���������� i ↔ j����

���������������1������ i�i ↔ i��2��� i ↔ j�

� j ↔ i����3�� i ↔ j�j ↔ k �� i ↔ k�����������

��������� S ������������[i] = {j ∈ S : j ↔ i}��
���������������������������������

�������������

3.1.1 ����������

��������������� i ���������������

�������������/��������������

�� 3.1.1. �� i �����j ̸= i ��������

1. i → j ���� P(ρj < ρi | X0 = i) > 0�

2. �� i → j��

P(ρj < ∞ | X0 = i) = P(ρi < ∞ | X0 = j) = P(ρj < ∞ | X0 = j) = 1,
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��� i ↔ j � j �����

��. �������1���� P(ρj < ρi | X0 = i) > 0 �� i → j ���

���������� P(ρi > ρj | X0 = i) = 0�� i ̸→ j��������

� i �������� j������������������� j��

�������� FN,i(k0, . . . , kN ) �����

Gn(k0, . . . , kn) = [Fn−1,i(k0, . . . , kn−1)− Fn,i(k0, . . . , kn)]Fn,j(k0, . . . , kn)� �� �
� Xk0

, . . . , Xkn ̸= j�Xk0
, . . . , Xkn−1

̸= i � Xkn = i ���� 1�

��������� {ρ(m)
j : m ≥ 0}���

P(ρ(m+1)
i < ρj | X0 = i)

=

∞�

l=1

P(ρ(m)
i = l&ρ

(m+1)
i < ρj | X0 = i)

=

∞�

l=1

∞�

n=1

P(ρ(m)
i = l, ρ

(m+1)
i = l + n < ρj | X0 = i)

=
∞�

l,n=1

E[Gn(Xl, . . . , Xl+n), ρ
(m)
i = l < ρj | X0 = i]

=
∞�

l,n=1

E[Gn(Xl, . . . , Xl+n) | ρ(m)
i = l < ρj , X0 = i]

× P(ρm)
i = l < ρj | X0 = i)

=

∞�

l,n=1

E[Gn(X0, . . . , Xn) | X0 = i]P(ρm)
i = l < ρj | X0 = i)

=
∞�

l,n=1

P(ρi = n < ρj | X0 = i)P(ρ(m)
i = l < ρj | X0 = 0)

= P(ρi < ρj | X0 = i)P(ρ(m)
i < ρj | X0 = i).

������� j ̸= i����

P(ρ(m)
i < ρj | X0 = i) = P(ρi < ρj | X0 = i)m.

������� P(ρj < ρi | X0 = i) = 0������ m ≥ 1�P(ρ(m)
i <

ρj | X0 = i) = 1��� ρ(m) ≥ m����� P(ρj = ∞ | X0 = i) = 1���

� i ̸→ j�
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��������2����� i → j�

P(ρj < ρi < ∞ | X0 = i)

= lim
n→∞

∞�

m=1

P(ρj = m < ρi ≤ m+ n | X0 = i)

= lim
n→∞

∞�

m=1

E[1− Fn,i(Xm, . . . , Xm+n)� �� �
Xm, . . . , Xm+n ��� i

, ρj = m < ρi | X0 = i]

= lim
n→∞

∞�

m=1

P(ρj = m < ρi | X0 = i)E[1− Fn,i(X0, . . . , Xn) | X0 = j]

=
∞�

m=1

P(ρj = m < ρi | X0 = i)P(ρi < ∞ | X0 = j)

= P(ρj < ρi | X0 = i)P(ρi < ∞ | X0 = j).

����� P(ρi < ∞ | X0 = i) = 1���

P(ρj < ρi | X0 = i)� �� �
>0

= P(ρj < ρi | X0 = i)� �� �
>0

P(ρi < ∞ | X0 = j),

�� P(ρi < ∞ | X0 = j) = 1������j → i���� i ↔ j�

����

P(ρj < ∞ | X0 = i)

= P(ρj < ρi | X0 = i)� �� �
ρi����<∞

+P(ρi < ρj < ∞ | X0 = i)

= P(ρj < ρi | X0 = i) + P(ρi < ρj | X0 = i)� �� �
�=1

P(ρj < ∞ | X0 = i).

�����

P(ρj < ∞ | X0 = i)P(ρj < ρi | X0 = i)� �� �
>0

= P(ρj < ρi | X0 = i).

�� i → j ���� P(ρj < ∞ | X0 = i) = 1�

�������

P(ρi < ρj < ∞ | X0 = j) = P(ρj < ∞ | X0 = i)P(ρi < ρj | X0 = j)
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���� i ↔ j�P(ρi < ∞ | X0 = j) = 1�P(ρi = ρj | X0 = j) ≤ P(ρi =
∞ | X0 = j) = 0�

P(ρj < ∞ | X0 = j)

ρi����<∞
= P(ρj < ρi | X0 = j) + P(ρi < ρj < ∞ | X0 = j)

P(ρi=ρj |X0=j)=0
= P(ρj < ρi | X0 = j) + P(ρj < ∞ | X0 = i)P(ρi < ρj | X0 = j)

= 1.

�� 3.1.1. �� i ↔ j�� j ���/������� i ���/����
� i ↔ j � i �����P(ρj < ∞ | X0 = i) = 1��� i ̸↔ j�� i ̸→ j �

i ̸← j�� i ������ P(ρj < ∞ | X0 = i) = 0����������

n ≥ 0�(Pn)ij = 0���� i ̸→ j�

����/��������������������������
���������������������������������

���������������

3.1.2 ���/��������

������ S ������ u : S → R�� S ⊆ Z+ �������

�� ui = u(i)������� u⃗ = (ui) ��� u �����

��������������

�� 3.1.2. �� u ��� S ����������� i ∈ S�(Pu⃗)i ≤ ui�

������ j ∈ S�(Pu⃗)j < uj�� j �����

��. � f⃗ = u⃗− Pu⃗�� fj > 0��������� n ≥ 1�

uj ≥ uj − (Pnu⃗)j

=
n−1�

m=0

(Pmu⃗)j − (Pm+1u⃗)j = (Pm(u⃗− Pu⃗))j

=
n−1�

m=0

(Pmf⃗)j

≥����
�� fi ����

n−1�

m=0

(Pm)jjfj .
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���
�∞

m=0(Pm)jj ≤ uj/fj < ∞���� �∞
m=0(Pm)jj = E[Tj | T0 = j]�

�����(2.11)��� j �����

������������������������������

�Doob stoping time�������

�� 3.1.1. �� u : S → R���������� C > −∞���� i ∈ S�
ui > C��Γ � S ������������ ρΓ = inf{n ≥ 1 : Xn ∈ Γ}��
���� i /∈ Γ�(Pu⃗)i ≤ ui����� n ≥ 0 ��� i ∈ S \ Γ�

E[u(Xn∧ρΓ) | X0 = i] ≤ ui.

�������������� (Pu⃗)i ≤ ui������ E[u(Xn∧ρΓ | X0 =

i] ≤ ui�

�������������������������������

��{u(Xn)} ���������

��. ��������������������� An = {ρΓ > n} ��
����� An ��� X0, . . . , Xn �������An � X0, . . . , Xn ��

� σ-�������� i /∈ Γ�

E[u(X(n+1)∧ρΓ) | X0 = i]

= E[ u(Xn∧ρΓ)� �� �
� Ac

n ��(n+ 1) ∧ ρΓ = n ∧ ρΓ

, Ac
n | X0 = i]

+
�

k/∈Γ
E[u(Xn+1, An ∩ {Xn = k} | X0 = i]

= E[u(Xn∧ρΓ), A
c
n | X0 = i]

+
�

k/∈Γ
(Pu⃗)k� �� �

� Xn = k ��E[Xn+1] ��

P(An ∩ {Xn = k} | X0 = i)

≤ E[u(Xn∧ρΓ), A
c
n | X0 = i] +

�

k/∈Γ
ukP(An ∩ {Xn = k} | X0 = i)� �� �

=E[u(Xn),An∩{Xn=k}|X0=i]
=E[u(Xn∧ρΓ

),An∩{Xn=k}|X0=i]

= E[u(Xn∧ρΓ) | X0 = i].

�� 3.1.3. � j ∈ S �� C = {i : i ↔ j}�
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1. �� j ������� u : R+ ���������� i ∈ C \ {j}�

(i) ui = (Pu⃗)i ��

(ii) uj ≥ ui ≥ (Pu⃗)i�

� u � C �����

2. �� j ��������� i ∈ S \ {j}��

u(i) =




1, i = j,

P(ρj < ∞ | X0 = i), i ̸= j

��� u(i) = (Pu⃗)i =
�

k∈S(P)iku(k) ��������

��. �������1���������3.1.1��� Γ = {j} ∪ (S \ C)�

����3.1.1�� X0 = i ∈ C �������� S \ C ���� 0���

��(i)������ i ∈ C \ {j} ��� n > 0�

u(i) = u(j)P(ρj ≤ n | X0 = i) + E[u(Xn), ρj > n | X0 = i].

���� n → ∞�P(ρj ≤ n | X0 = i) → 1����� u ��������

n → ∞ ����� u(i) = u(j)�����(ii)�����

u(j) ≥ u(i) ≥ u(j)P(ρj ≤ n | X0 = i) + E[u(X0), ρj > 0 | X0 = i],

� n → ∞ ����� u(j) ≥ u(i) ≥ u(j)���� u(i) = u(j)�

������2����� j �������� Pjj < 1��� u ��

�����������

1 > P(ρj < ∞ | X0 = j) = (P)jj +
�

i̸=j

(P)j,iu(i)

� �� �
=
∑

i̸=j P(X1=i,ρj<∞|X0=j)

≥ (P)jj + (1− Pjj) inf
i̸=j

u(i).

�������infi̸=j u(i) < 1��� u(i) �� i ������������

����

u(i) = P(ρj < ∞ | X0 = i) = Pij +
�

k ̸=j

PikP(ρj < ∞ | X0 = k)

� �� �
=
∑

k ̸=j P(X1=k,ρj<∞|X0=i)

= (Pu⃗)i.
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�� 3.1.4. � {Bm : m ≥ 0} � S ������� B0 ⊆ B1 ⊆ · · · ⊆ Bn ⊆
· · ·����� j ∈ B0������ m ≥ 0�

P(∃n ∈ N Xn /∈ Bm | X0 = j) = 1.

���������� u������ (Pu⃗)i ≤ ui ��� m → ∞ ���

am := infi/∈Bm
ui → ∞�� j �����

��. ��� m ≥ 0�� Γm = {j}∪Bc
m�τm = inf{n ≥ 1 : Xn /∈ Bm}���

������ X0 = j ����τm ����������� ρΓm = inf{Xn ∈
Γm} = ρj ∧ τm����3.1.1���� n,m�

uj ≥ E[u(Xn∧ρΓm
) | X0 = j] ≥ am P(τm ≤ n ∧ ρj | X0 = j)� �� �

�� Bc
m �������� j ���

������ n �������

.

� n → ∞ ����������� m�uj ≥ amP(τm ≤ ρj | X0 = j)��

���� m → ∞ �������� limm→∞ P(τm ≤ ρj | X0 = j) = 0��

����

P(ρj < ∞ | X0 = j) ≥ P(ρj < τm | X0 = j) = 1− P(τm ≤ ρj | X0 = j)� �� �
�� m �� ↗ 1

�� j �����

�� 3.1.2. �� P ������� {Fm : m ≥ 0} � S ��������
���� F0 ⊆ F1 ⊆ F2 ⊆ · · ·��� j ∈ F0 ��� S ������ u��

����� j ��� i��� (Pu⃗)i ≤ ui �� infi/∈Fm
ui → ∞, � j ���

��

��. ������3.1.4������������ m�P(∃n ∈ N Xn /∈
Fm | X0 = j) = 1����� τm = inf{n ≥ 1 : Xn /∈ Fm}��������
������ j ���� F c

m���� m� i ∈ S�P(τm < ∞ | X0 = i) > 0�

�� Fm ��������� θm ∈ (0, 1) � Nm ≥ 1 ������ i ∈ Fm�

P(τm > Nm | X0 = i) ≤ θm������

P(τm > (l + 1)Nm | X0 = j)

=
�

i∈Fm

P(τm > (l + 1)Nm&XlNm = i | X0 = j)

=
�

i∈Fm

P(τm > Nm | X0 = i)P(τm > lNm&XlNm = i | X0 = j)� �� �
� lNm �

≤ θmP(τm > lNm | X0 = j).
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���P(τm > lNm | X0 = j) ≤ θlm������ P(τm = ∞ | X0 = j) = 0�

���������

������������������������������ S
���� u�������� Pu⃗ = u⃗ �� (Pu⃗)i ≤ ui������{u(Xn)}
����������������������������

3.1.3 ���

������� i ∈ S��

S(i) = {n ≥ 0 : (Pn)ii > 0} �� d(i) = gcd(S(i)).

d(i) ��� i ������ d(i) = 1�����������������

∞����� S(i) = {0} ���
������������ i ↔ j�� d(i) = d(j)���������

d(i) ≤ d(j)�� d(j) ≤ d(i)��� d(i) = k��min{n ≥ 1 : (Pn)i,j > 0} = a�

min{n ≥ 1 : (Pn)j,i > 0} = b�� (Pa+b)i,i ≥ (Pa)i,j(Pb)j,i > 0���

a + b ∈ S(i)��� k | (a + b)���� m ∈ S(i)���� (Pb+m+a)j,j ≥
(Pb)j,i(Pm)i,i(Pn)i,j > 0��� (a+b)+m ∈ S(j)���� gcd((a+b)+S(i)) =

gcd(S(i)) = k�� (a+ b)+S(i) � S(j)�������� gcd(S(j)) ≤ k =

gcd(S(i))����������������������������
�������������� i �������������� n ∈

Z+�(Pnd(i))ii > 0������� i �������������� n��

(Pn)ii > 0���������������

�� 3.1.5. �� ∅ ̸= S ⊆ Z+�� gcd(S) ≤ min(S)��������
�� gcd(S) ∈ S����������������� s1, . . . , sn ∈ S �

� a1, . . . , an ∈ Z �� gcd(S) = a1s1 + · · · + ansn������ S ��

������� a, b ∈ S�� a + b ∈ S������� M ∈ Z+���

{s ∈ S : s ≥ M gcd(S)} = {m gcd(S) : m ≥ M}�

������������������������� i������

� a, b ∈ S(i)�� (Pa)ii > 0�(Pb)ii > 0��� (Pa+b)ii ≥ (Pa)ii(Pb)ii > 0�

�� a+ b ∈ S(i)����������������������

�� 3.1.3. �� P ��������� S �������������
��� j0 ∈ S ������������� i ∈ S ��� i → j0����
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M ∈ Z+ � ϵ > 0������ i�(PM )i,j0 ≥ ϵ����������� µ�

∥µ⃗Pn − π∥1 ≤ 2(1− ϵ)⌊
n
M

⌋.

��. �� j0 ���������� M0 ∈ Z+ ������� n ≥ M�

(Pn)ii > 0������ i ���� j0����� m(i) �� (Pm(i))i,j0 >

0������������ M = M0 + maxi̸=j m(i)����� i ∈ S�
(P)i,j0 > 0������� ϵ = mini∈S(P)i,j0��������������
���(2.4)��

3.2 �����������

3.2.1 ���������

������������� ∥·∥1 � ∥·∥∞������������
����������������������� S ����������
��������������������

∥M∥∞,∞ = sup{∥Mf∥∞ : ∥f∥∞ ≤ 1}.

��� S ⊆ {1, 2, . . . } ��M ��� Mi,j������

∥M∥∞,∞ = sup
∥f∥∞≤1

∥Mf∥ = sup
∥f∥∞≤1

sup
i∈S

������
�

j∈S
Mijfj

������

≤ sup
∥f∥∞≤1

sup
i∈S

∥Mij∥1∥fj |∞ = sup
i∈S

∥Mij∥1

= sup
i∈S

�

j∈S
|Mij |.

��������� ∥M∥∞,∞ ≥ �
j∈S|Mij |������������

∥M∥∞,∞ = sup
i∈S

�

j∈S
|Mij |.

������������ ℓ∞(S) ����������� M�����

�� Mij ����

Mij = M(ej) �� i ���, ej = (0, . . . , 0, 1����
� j ���

, 0, . . . ). (3.1)



46 CHAPTER 3. ��������

���� ℓ∞(S)��������������������� supi∈S
�

j∈S|Mij | <
∞ ������

�������������������������������

������� ∥MM ′∥∞,∞ ≤ ∥M∥∞,∞∥M ′∥∞,∞�

3.2.2 ������

����� (Pn)ij � n → ∞ ��������������� An =
1
n

�n−1
m=0(Pm)ij ������An ������ (Pn)ij �����Césaro��

����������������������Abel����

�������� {xn}∞0 ��

lim
s↗1

(1− s)

∞�

n=1

snxn = x,

��� {xn}∞0 �������� x�������� {xn}∞1 ����� x�

��������� x�����������������������

�����������������

�� S �������� P�����

R(s) = (1− s)
∞�

n=0

snPn, s ∈ [0, 1).

�� s ∈ [0, 1)�R(s) �������� ∥P∥∞,∞ = 1���
�∞

n=0 s
nPn �

�� ∥·∥∞,∞ ��������������(3.1)�R(s)ij �������

������

lim
s↗1

R(s)ij = πij :=




1/E[ρj | X0 = j], i = j,

P(ρj < ∞ | X0 = i)/E[ρj | X0 = j], i ̸= j.
(3.2)

��������������� n ≥ 1�

(Pn)ij =

n�

m=1

P(ρj = m | X0 = i)(Pn−m)jj .
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����������

(Pn)ij =

n�

m=1

P(Xn = j&ρj = m | X0 = i)

=
n�

m=1

P(Xn = j | ρj = m,X0 = i)P(ρj = m | X0 = i)

=
n�

m=1

P(Xn−m = j | X0 = j)P(ρj = m | X0 = j).

��

f(s)ij =
∞�

m=1

smP(ρj = m | X0 = i) = E[sρj | X0 = i].

��

R(s)ij = (1− s)δi,j + (1− s)
∞�

n=1

sn
n�

m=1

P(ρj = m | X0 = i)(Pn−m)jj

= (1− s)δi,j + (1− s)
∞�

m=1

snP(ρj = m | X0 = i)
∞�

n=m

sn−m(Pn−m)jj

= (1− s)δi,j + f(s)ijR(s)jj .

� i = j���

R(s)jj = (1− s) + f(s)jjR(s)jj ⇐⇒ R(s) =
1− s

1− f(s)jj
,

� i ̸= j���

R(s)ij = f(s)ijR(s)jj .

�� j ������ E[ρj | X0 = j] = ∞���

lim
s↗1

R(s)jj =
lims↗1(1− s)

lims↗1(1− f(s)jj)
=

0

P(ρj = ∞ | X0 = j)
= 0, (3.3)

������(3.2)����� πij = 0��� j ������������

����� s ↗ 1 � (1− sm)/(1− s) ↗ m ��������� s ↗ 1 ��

lim
s↗1

1− f(s)jj
1− s

= lim
s↗1

∞�

m=1

1− sm

1− s
P(ρj = m | X0 = i)

���������
=

∞�

m=1

mP(ρj = m | X0 = i) = E[ρj | X0 = j],

(3.4)
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lim
s↗1

f(s)jj = lim
s↗1

∞�

m=1

smP(ρj = m | X0 = i)

=
∞�

m=1

P(ρj = m | X0 = i) = P(ρj < ∞ | X0 = i).

�� lims↗1 R(s)jj = E[ρj | X0 = j]−1 ���� i ̸= j � lims↗1 R(s)ij =

P(ρj < ∞ | X0 = i)E[ρj | X0 = j]−1�

3.2.3 ���������

�����S ��������� µ⃗ �� µ = µP����P-����
� µ⃗ ∈ Stat(P)������ µ⃗ ∈ Stat(P)�� µ⃗ = µ⃗R(s)�s ∈ [0, 1)�����

��(3.2)��� s ∈ [0, 1)�

µj = (µ⃗R(s))j =
�

i∈S
µiR(s)ij = lim

s↗1
µiR(s)ij =

�

i∈S
µiπij .

������ j ������ πij = 0�������� j ������

� i ↔ j �������3.1.1�P(ρj < ∞ | X0 = i) = 1�����(3.2)�
πij = πjj�� i ̸↔ j ��������� P(ρj < ∞ | X0 = i) = 0� πij = 0�

��������� Stat(P) ������ µ⃗�����

µj =


 �

i∈S�i↔j

µi


πjj . (3.5)

���������������� j��� C = Cj �� RS ���

�� πC ���

C = {i : i ↔ j}, (πC)i =




0, i /∈ C,

πii, i ∈ C.
(3.6)

��� πjj > 0�πC �� P-����
���������������πjj > 0 ��j ����������

i ∈ C ���������3.1.1�P(ρi < ∞ | X0 = j) = 1���� i /∈ C�

������3.1.1�j ̸→ i���� j → i � i ̸→ j������ s ∈ (0, 1)�

��� (R)ji = 0����������� i�

(πC)i = lim
s↗1

R(s)j,i. (3.7)
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�����Fatou���1�
�

i∈S
(πC)i =

�

i∈S
lim inf
s↗1

R(s)ji ≤ lim inf
s↗1

�

i∈S
R(s)ji = lim inf

s↗1
1 = 1.

������� i�

(πCP)i =
�

k∈C
πkk(P)ki ≤ lim inf

s↗1

�

k∈C
(R(s))jk(P)ki = lim inf

s↗1
s(R(s))ji = (πC)i.

���������������������������������

���

�

k∈S
(πC)k =

�

k∈S
(πC)k

��

i∈S
(P)ki

�

����Fubini���
=

�

i∈S

��

k∈S
(πC)k(P)ki

�
<

�

i

(πC)i.

������������ πC = πCP����� πC = πCR(s)�s ∈ [0, 1)��

��

lim
s↗1

�

i∈S
(πC)i(R(s))ij = lim

s↗1
(πC)j = (πC)j .

���������������������Lebesgue��������
�� (R(s))ij ≤ 1�

lim
s↗1

�

i∈C
(πC)i(R(s))ij =

�

i∈C
(πC)i lim

s↗1
(R(s))ij

� �� �
=P(ρj<∞|X0=i)πjj

=
�

i∈C
(πC)i(π

C)j =

��

i∈C
(πC)i

�
(πC)j .

������
�

i∈C(π
C)i = 1���������

����������������������� A��������

���������� a, a′ ∈ A�� θ ∈ [0, 1]��� (1−θ)a+θa′ ∈ A���

�� A������ b ∈ A���� θ ∈ (0, 1)� a, a′ ∈ A�b = (1−θ)a+θa′

�� a = a′ = b�������� b� A���������������

���������������������������������

�������� j ∈ S �� E[ρj | X0 = j] < ∞����� j ������

���� i ∈ ���� E[ρi | X0 = i] = ∞����� i ������

1�������������������� S ���������
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�� 3.2.1. 1. Stat(P) � RS �����

2. ��� µ ∈ Stat(P)���(3.5)���

3. Stat(P) �������������������������

4. µ � Stat(P) �������������������� j ��

�(3.6)��� C �� πC �� πC = µ�

5. �� j ���������� µ ∈ Stat(P)�µj = 0��� j ����

�� µj = 0�� µj > 0�������� j ����� i��� µi = 0

�� µi > 0��

��. �1���Stat(P) ��������
�2���������
�3����� µ ∈ Stat(P) � µj > 0����(3.5)�πjj > 0����

� j ������������ j ��������(3.6)��� πC ���

������

�����4����� µ ��� P-���������������
� j ��� j ��� C = Cj��� µ ̸= πC��������� ui ̸= 0 � i

��������������������� i ���� C = Cj ���

�
�

i∈S�i↔j µi = 1��������(3.5)��� µ ��� πC�����

��

������������� j � j′��� µj > 0 � µj′ > 0����

��(3.5)������ µ ��

µ = θπC + (1− θ)ν, C = Cj = {i : i ↔ j}�θ =
�

i∈C
µi ∈ (0, 1).

��� i ∈ C � νi = 0��� νi = (1 − θ)−1µi����ν ∈ Stat(P)��
ν ̸= πC��� µ �� Stat(P) ���������� Stat(P) �����
πC ����

������� πC ����������� (1− θ)µ+ θν �����

� µ, ν ∈ Stat(P)������ i /∈ C���� µi = 0�������� πC

� µ �������� C � i � µi > 0��������� µ = πC��

����ν ��� πC����� πC �����

�����5����������� j ��������������

�� µ ∈ Stat(P)�µj = 0����� πjj = 0�������(3.3)����
����(3.4)������(3.5)� µj = 0�
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�� j ����������(3.6)�� (πC)j > 0����� µ ∈
Stat(P)��� i → j������ m > 0 �� (Pm)ij > 0�� µi > 0 ��

�� µj = (µPm)j ≥ µi(Pm)ij > 0����� C = Cj = {i : i ↔ j} ��µi

����� 0������ 0�

���3.2.1��������������������������
� i ↔ j�������������������

3.2.4 ������������

��������������(3.7)����(3.7)���� (Pn)j,i �

� n ������������������������� (Pn)j,i ��

���� limn→∞(An)j,i = limn→∞ n−1
�n−1

m=0(Pm)j,i = πj,i�������

�����������

������������� {am}∞0 ������ 0 ≤ am ≤ 1��

An = n−1
�n−1

m=0 am ����� n ������

|An −An−m| ≤ m

n
, 0 ≤ m < n.

���������

�� 3.2.1. ���� i, j ∈ S�lim supn→∞(An)ij ≤ eπij���� j ∈ S �
��� {n1 < n2 < · · · } ⊆ N��� liml→∞(Anl

)jj = α����� i ∈ S

lim
l→∞

(Anl
)ij = P(ρj < ∞ | X0 = i)α.

��. ���������������� lim supn→∞(An)ij :

(An)ij ≤
1

n
(1− 1

n
)−n

n−1�

m=0

(1− 1

n
)m(Pm)ij ≤ (1− 1

n
)−n(R(1− 1

n
))ij .

����������������������������������

���������

(An)ij =

n−1�

m=1

P(ρj = m | X0 = i)(1− m

n
)(An−m)jj ,
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������������� (An−m)jj ≤ m
n + (An)jj�

|(An)ij − P(ρj < n | X0 = i)α|

=

�����
n−1�

m=1

P(ρj = m | X0 = i)
�
(1− m

n
)(An−m)jj − α

������

≤
n−1�

m=1

P(ρj = m | X0 = i)

����((An)jj − α) + (
m

n
− m2

n2
− m

n
(An)jj)

����

≤
�
2

n−1�

m=1

m

n
P(ρj = m | X0 = i)

�
+ |(An)jj − α|.

���������� n → ∞ �� 0�����������������

��

��������

lim
n→∞

(An)ij = πij .

�� πjj = 0�� πij = 0����������������� limn→∞(An)ij =

0�������� πjj > 0�����3.2.1�j ������������

C = Cj = {i : i ↔ j}�� πC ∈ Stat(P)������(3.6)����� n�

πjj = (πC)j =
�

i∈C(π
C)i(An)ij�� α ∈ [0, 1] � {(An)jj : n ∈ N} ���

���� {nl} ⊆ N � N ����� liml→∞(Anl
)jj = α��������

���������� i ∈ C��

lim
l→∞

(Anl
)ij = P(ρj < ∞ | X0 = i)α = α.

����������3.1.1������������ C ���������

����������

πjj = lim
l→∞

�

i∈C
(πC)i(Anl

)ij =
�

i∈C
(πC)iα = α.

���πjj � {(An)jj : n ∈ N}��������� limn→∞(An)jj = πjj��

������������������ limn→∞(An)ij = P(ρj < ∞ | X0 =

i) limn→∞(An)jj = P(ρj < ∞ | X0 = i)πjj = πij��������(3.2)��
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3.2.5 ������

�� 3.2.2. � C ��������������������� C ��

������ P(X0 ∈ C) = 1��

lim
n→∞

E



�
1

n

n−1�

m=0

1{j}(Xm)− πjj

�2

 = 0.

��. ��������� C ������������������

S = C���������� i ∈ C �� j /∈ C�� i → j � j ̸→ i���

�3.1.1��� i ���������� πC ���� P-����������
������ π = πC�������� S = {0, 1, 2, . . . } � j = 0�

������������������ µi = P(X0 = i)��

E



�
1

n

n−1�

m=0

1{0}(Xm)− π00

�2

 =

�

i∈S
µiE



�
1

n

n−1�

m=0

1{0}(Xm)− π00

�2
������
X0 = i


 ,

������������ i ∈ S�

lim
n→∞

E



�
1

n

n−1�

m=0

1{0}(Xm)− π00

�2
������
X0 = i


 = 0.

������������������������ P(X0 = i) = πi��

����

lim
n→∞

E



�
1

n

n−1�

m=0

1{0}(Xm)− π00

�2
������
X0 = Y


 = 0,

�� Y ������ P(Y = i) = πi ������
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� f⃗ ����������� fi = δ0,i − π00����

E



�
1

n

n−1�

m=0

1{0}(Xm)− π00

�2



=
1

n2

n−1�

m=0

E(1{0}(Xm)− π00)
2

+
2

n2

n−2�

m=0

E

�
(1{0}(Xm)− π00)

�
n−1�

l=m+1

(1{0}(Xl)− πjj)

��

≤ 2

n2
E

�
n−1�

m=0

(1{0}(Xm)− π00)

�
n−1�

l=m

(1{0}(Xl)− πjj)

��

=
2

n2

n−1�

m=0

E

�
fXm

n−1�

l=m

fXl

�

=
2

n2

n−1�

m=0

(n−m)E[fXm(An−mf⃗)Xm ].

������ X0 ������ π���� Xm ���������� π�

��

E[fxm(An−mf⃗)Xm ] =
�

i∈S
πifi(An−mf⃗)i.

����������������

E



�
1

n

n−1�

m=0

1{0}(Xm)− π00

�2

 ≤ 2

n2

n�

k=1

k
�

i∈S
πifi(Akf⃗)i.

�����
�

i∈S
πifi(Akf⃗)i =

�

i∈S
πifi( (Ak)i0 − π00� �� �

� k → ∞ ��� 0

),

� k → ∞ ���� 0������

3.2.6 �����������

�������������

lim
n→∞

(Pn)ij = πij �� j ����������. (3.8)
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�� j ����������������(3.2)�������� i�

πij = 0����� n > 0���

(Pn)ij =
n�

m=1

P(ρ(m)
j = n | X0 = i) =

∞�

m=1

P(ρ(m)
j = n | X0 = i), (3.9)

���
∞�

n=0

(Pn)ij = δij +

∞�

m=1

P(ρ(m)
j < ∞ | X0 = i) < ∞,

�� limn→∞(Pn)ij = 0����������������������

����������� j ���������������� N ∈ N�
������ n ≥ N�

max
1≤m≤n

P(ρ(m)
j = n | X0 = j) > 0. (3.10)

���������(3.9)���

�����������������

�� 3.2.2. � j ������������ α−
j = lim infn→∞(Pn)jj�α+

j =

lim supn→∞(Pn)jj��������� N���� {n−
l : l ≥ 1}�{n+

l : l ≥ 1}�
������ r ∈ Z+�

α±
j = lim

l→∞
(Pn±

l −r)jj .

��. ����� + ����� − �����
������ {nl} �������� liml→∞(Pnl)jj = α+

j �����

������������������� r�����(3.10)��� r���

��� N������ r�m ∈ {1, . . . , r}� P(ρ(m)
j = r | X0 = j) = δ > 0�

������ M ∈ Z+�������� M + r � nl���

(Pnl)jj = P(Xnl
= j&ρ

(m)
j = r | X0 = j) + P(Xnl

= j&ρ
(m)
j ̸= r | X0 = j)

= δ(Pnl−r)jj + P(Xnl
= j&ρ

(m)
j ≥ ρ

(m)
j ̸= r | X0 = j)

+ P(Xnl
= j&ρ

(m)
j > nl −M | X0 = j)

(3.11)
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������������

P(Xnl
= j&ρ

(m)
j ≥ ρ

(m)
j ̸= r | X0 = j)

=
�

k∈{m,m+1,...,nl−M}
k ̸=r

P(ρ(m)
j = k | X0 = j)(Pnl−k)jj

≤




�

k∈{m,m+1,...,nl−M}
k ̸=r

P(ρ(m)
j = k | X0 = j)


 sup

n≥M
(Pn)jj

≤ (1− δ) sup
n≥M

(Pn)jj ,

P(Xnl
= j&ρ

(m)
j > nl −M | X0 = j) ≤ P(ρ(m)

j > nl −M | X0 = j).

��� l → ∞��P(ρ(m)
j > nl−M | X0 = j) → P(ρ(m)

j = ∞ | X0 = j) = 0�

�������(3.11)� l → ∞ ������

α+
j ≤ lim inf

l→∞
δ(Pnl−r)jj + (1− δ) sup

n≥M
(Pn)jj .

����M → ∞��supn≥M (Pn)jj → α+
j ������� lim infl→∞(Pnl−r)jj ≥

α+
j ������ lim supl→∞(Pnl−r)jj ≤ α+

j �����

lim
l→∞

(Pnl−r)jj = α+
j , r ≥ N.

������������ α+
j ������ n+

l = nl −N�������

������������������

�� 3.2.3. �� j ���������� α+
j := lim supn→∞(Pn)jj ≤ πjj�

������� j ����� i��� {n±
l } ����3.2.2�������

� liml→∞(Pn±
l )ij = α±

+�

��. ������������� i ̸= j�

(Pn±
l )ij =

n±
l�

r=1

P(ρj = r | X0 = i)(Pn±
l −r)jj ,

� l → ∞����������������� 1 ≥ (Pn±
l −r)jj����

lim
l→∞

(Pn±
l )ij =

n±
l�

r=1

P(ρj = r | X0 = i)α±
j = α±

j .
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����������� πjj = 1/E[ρj | X0 = j]������� α+
j E[ρj |

X0 = j] ≤ 1���

α+
j

∞�

r=1

P(ρj ≥ r | X0 = j) ≤ 1,

����������� ∞ ����� N��������

α+
j

N�

r=1

P(ρj ≥ r | X0 = j) = lim
l→∞

N�

r=1

P(ρj ≥ r | X0 = j)(Pn+
l −r)jj ,

���������� n ≥ N ≥ 1�

N�

r=1

P(ρj ≥ r | X0 = j)(Pn−r)jj ≤ 1, (3.12)

���������������������
�N

r=1 P(ρj ≥ r | X0 =

j)(Pn−r)jj �����
�n

r=1 P(ρj ≥ r | X0 = j)(Pn−r)jj����

n�

r=1

P(ρj ≥ r | X0 = j)(Pn−r)jj

=

n�

r=1

�
r�

k=0

(Pn−k)jj

�
P(ρj = r | X0 = 0) + P(ρj > n | X0)

= P(��������� {n+ 1, n+ 2, . . . }) = 1.

��
�N

r=1 P(ρj ≥ r | X0 = j)(Pn−r)jj ≤ 1�

������(3.8)��������������� πjj = 0����

� j �����������3.2.3���� limn→∞(Pn)jj = 0��� i ̸= j�

��������� α± = 0 � {n+
l } = {n−

−} = N�����

lim
n→∞

(Pn)ij = 0 = πij .

������� j ������� C = {i : i ↔ j}���� πC �(3.6)��
�� πC ∈ Stat(P)���

�
i∈C(π

C)i(Pn±
l )ij = πC

i = πjj���� l → ∞ �
����

πij = lim
l→∞

�

i∈C
(πC)i(Pn±

l )ij = α±
j

�

i∈C
(πC)i = α±

j .
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�� α+
j = α−

j = αj��� limn→∞(Pn)jj = πjj������ i ̸= j�

lim
n→∞

(Pn)ij = lim
n→∞

n�

r=1

P(ρj = r | X0 = i) (Pn−r)jj� �� �
��� πjj

=
∞�

r=1

P(ρj = r | X0 = i)πjj = P(ρj < ∞ | X0 = i)πjj = πij .


