
Chapter 1

�����������

1.1 ������

��������������� (Ω,F ,P)������������
��������������������������� {Bn : n =

1, 2, . . . }���

P(Bn = 1) = p, P(Bn = −1) = q = 1− p.

�������������������� [0, 1] �����������

������

������

X0 = 0, Xn =

n�

m=1

Bm (m = 1, 2, . . . ). (1.1)

��������� {Xn : n = 0, 1, . . . } ����Z ����������
��������������� n �����������

P(X0 = 0) = 1, (1.2a)

P(Xn −Xn−1 = ε | X0, X1, . . . , Xn−1) =




p, ε = 1,

q, ε = −1.
(1.2b)

��� P(Xn −Xn−1 = ε | X0, X1, . . . , Xn−1) ���� Xn −Xn−1 ����

���� X0, . . . , Xn−1 ����������������������

������� X0, . . . , Xn−1 �����(1.2b)������������
����������

7
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1.1.1 �� n ����

���������� n ������ Xn ����

���Xn �����������������Xn ������� n

����� |Xn| ≤ n�

�����(1.1)���������B′
n = (Bn + 1)/2 ������

Bernoulli(p) �������

X ′
n =

Xn + n

2
=

n�

m=1

B′
m

��������������� n �������� −n ≤ m ≤ n ��

� m����

P(Xn = m) = P(X ′
n =

m+ n

2
) =

�
n

m+n
2

�
p

n+m
2 q

n−m
2 . (1.3)

���������(1.2)������������� P(Xn = m) �

(Pn)m������������������������ n− 1 ��� n

����������

(Pn)m = P(Xn−1 = m− 1&Xn = m) + P(Xn−1 = m+ 1&Xn = m)

= pP(Xn−1 = m− 1) + qP(Xn−1 = m+ 1),

��� n = 0 ����� P(X0 = 0) = 1 ��������� m�P(X0 =

m) = 0�����

(P 0)m = δ0,m, (Pn)m = p(Pn−1)m−1 + q(Pn−1)m+1.

������������ (Pn)m ���������(1.3)������
������������

1.1.2 �����������������

������������� a�����������������

������������������

ζa = inf{n ≥ 1 : Xn = a}.

����� ζa = ∞���������� n = 1, 2, . . .�Xn ̸= a��
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���������� a > 0 ������ n ������ n ���

�� a ����1�� n− 1 ��� a− 1������ a���2�� n �

����

P(ζa = n) = P( Xn = a� �� �
� n ��� a

& ζa > n− 1� �� �
����

) = pP(ζa > n− 1&Xn−1 = a− 1).

������� P(ζa > n−1&Xn−1 = a−1)���(1.1)���� P(Xn−1 =

a − 1) =
�

n−1
(n−a)/2

�
p(n+a)/2−1q(n−a)/2����

�
n−1

(n−a)/2

�
��� B1, . . . , Bn−1

�� ±1 ���� a − 1 ��������� p(n+a)/2−1q(n−a)/2 ����

���������n− 1 � Bi�(n+ a)/2− 1 �� 1���� n− a ��

−1�������� N (n, a) ��� B1, . . . , Bn−1 �� ±1���� a − 1�

����� ℓ = 1, . . . , n− 1�B1 + · · ·+Bℓ ≤ a− 1 ���������

P(ζa > n− 1&Xn−1 = a− 1) = N (n, a)p
n+a
2

−1q
n−a
2 .

�����N (n, a) ��������� (0, 0) ����� (n − 1, a − 1)�

������ y = a − 1 ��������������1.1������

��

� 1.1: B1 = 1�B2 = −1�B3 = 1����������

������ L(n, a) �� (0, 0) ����� (n − 1, a − 1)������

��� y = a − 1 ������������ N ′(n, a) = |L(n, a)|��
N (n, a) =

�
n−1

(n+a)/2−1

�
−N ′(n, a)�������������������

������� U(n, a) �� (0, 0) ����� (n − 1, a + 1) �����

��� L(n, a) � U(n, a) ����������1.2����������
�����N ′(n, a) = |U(n, a)| =

�
n−1

(n+a)/2

�
�����

N (n, a) =

�
n− 1

n+a
2 − 1

�
−
�
n− 1
n+a
2

�
,



10 CHAPTER 1. �����������

��

� 1.2: ��������a = 1�n = 7���������� L(n, a) ��

���������� U(n, a) �������������������

��������������� a �����������������

�� a ����

��

P(ζa = n) =

��
n− 1

n+a
2 − 1

�
−
�
n− 1
n+a
2

��
p

n+a
2 q

n−a
2 . (1.4)

��(1.4)�(1.3)������� a > 0��������������

P(ζa = n) =
a

n

�
n− 1
n+a
2

�
p

n+a
2 q

n−a
2 =

a

n
P(Xn = a). (1.5)

� a < 0 ������������������

1.1.3 �����

������������������������ a ����

��� ζa �� B1, B2, . . . ����ζa = fa(B1, B2, . . . )������

���������������� ε1, ε2, . . . )�

fa(ε1, ε2, . . . ) = inf{n :
n�

ℓ=1

εℓ ≥ a}.

���� inf ∅ = +∞��� ζa ���� +∞�
���

P(ζa+1 < ∞) =

∞�

m=1

P(ζa = m&ζa+1 < ∞)

=

∞�

m=1

P(ζa = m)P(f1(Bm+1, Bm+2, . . . ) < ∞)� �� �
ζa = m ���� B1, . . . , Bm�� Bm+1, Bm+2, . . . ����

.
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������������� ζa = m�� ζa+1 = m+f1(Bm+1, Bm+2, . . . )�

{ζa = m} ����� {f1(Bm+1, Bm+2, . . . ) < ∞} ����������
������������� f1(Bm+1, Bm+2, . . . ) � f1(B1, B2, . . . ) = ζ1

���,����������������������������
f1(Bm+1, Bm+2, . . . ) � ζ1 ◦ Σm����

P(ζa+1 < ∞) =

∞�

m=1

P(ζa = m)P(ζ1 < ∞)

=

� ∞�

m=1

P(ζa = m)

�
P(ζ1 < ∞) = P(ζa < ∞)P(ζ1 < ∞).

��������������� a = 1, 2, . . .�

P(ζa < ∞) = P(ζ1 < ∞)a.

����������������� a = −1,−2, . . .�

P(ζa < ∞) = P(ζ−1 < ∞)−a.

��������������� P(ξ1 < ∞)�����������

P(ζ1 < ∞) =
∞�

n=1

P(ζ1 = 2n−1) = lim
s↗1

∞�

n=1

s2n−1P(ζ1 = 2n−1) = lim
s↗1

E[sζ1 ].

��������������������� X ������ E[sX ] ��

������������������ |s| ≤ 1����������(1.5)�

P(ζ1 = 2n− 1) =
1

2n− 1

�
2n− 1

n

�
pnqn−1.

�������������������

1

2n− 1

�
2n− 1

n

�
= (−1)n−1 4

n

2

�
1/2

n

�
,

������

∞�

n=1

s2n−1P(ζ1 = 2n− 1) = − 1

2qs

∞�

n=1

�
1/2

n

�
(−4pqs2)n =

1−
�
1− 4pqs2

2qs
,

���

E[sζ1 ] =
1−

�
1− 4pqs2

2qs
, �� |s| < 1√

4pq
. (1.6)
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��� 1/
√
4pq ≥ 1������� s ↗ 1 ��������������

��

P(ζ1 < ∞) = lim
s↗1

E[sζ1 ] =
1− |p− q|

2q
=

p ∧ q

q
=




1, p ≥ q,

p/q, p < q.

��������������������� P(ζ−1 < ∞) ������

����

P(ζa < ∞) =




1, (a > 0&p ≥ q)�(a < 0&p ≤ q),
�
p
q

�a
, (a > 0&p < q)�(a < 0&p > q).

1.1.4 ������

����� ζ0������ 0���������������� 0 �

��

ρ0 = inf{n ≥ 1 : Xn = 0}.

�����

P(X1 = 1, ρ0 < ∞) = pP(ζ−1 < ∞), P(X1 = −1, ρ0 < ∞) = qP(ζ1 < ∞),

���������� 1 ���� −1���

P(ρ0 < ∞) = P(X1 = 1, ρ0 < ∞) + P(X1 = −1, ρ0 < ∞)

=





p · q
p
+ q · 1, p > q,

p · 1 + q · p
q
, p < q,

p · 1 + q · 1, p = 1 =
1

2





= 2(p ∧ q).
(1.7)

������������������� {Xn : n ≥ 0} ��� 1 �� 0�

����������p = q = 1/2�

������ ρ0 < ∞ ������������ ρ0 �������

E[ρ0 | ρ0 < ∞]����

P(X1 = 1, ρ0 = 2n) = pP(ζ−1 = 2n− 1),

P(X1 = −1, ρ0 = 2n) = qP(ζ1 = 2n− 1).
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����� |s| < 1�

E[sρ0 ] =
∞�

n=1

s2nP(ρ0 = 2n)

= s
∞�

n=1

s2n−1 (pP(ζ−1 = 2n− 1) + qP(ζ1 = 2n− 1))

= s

�
p

∞�

n=1

s2n−1P(ζ−1 = 2n− 1) + q

∞�

n=1

s2n−1P(ζ1 = 2n− 1)

�

= s(pE[sζ−1 ] + qE[sζ1 ]) = 1−
�
1− 4pqs2.

����� |s| < 1�

E[ρ0sρ0 ] = s
d

ds
E[sρ0 ] =

4pqs2�
1− 4pqs2

,

�����������

E[ρ0, ρ0 < ∞] = E[ρ01ρ0<∞] = lim
s↗1

E[ρ0sρ0 ] =
4pq

|p− q| .

����(1.7)������������

E[ρ0 | ρ0 < ∞] =
2p ∧ q

|p− q| = 1 +
1

|p− q| .

��������� p = q = 1/2 ������ 0 �����������

���������� p ̸= q ��������������������

����������

1.1.5 �����������������

��������(1.2)����(1.6)�
������ a � s ∈ (−1, 1)���� ua(s) = E[sζa ]������

a > 0�������� a+1 ������� a���� a �������

���������

ua+1(s) =
∞�

m=1

smE


 sζ1◦Σ

m
, ζa = m� �� �

ζa = m ����� sζ1◦Σ
m
����������




=

∞�

m=1

smP(ζa = m)E[sζ1◦Σ
m
]

=
∞�

m=1

smP(ζa = m)

� �� �
=ua(s)

u1(s) = ua(s)u1(s).
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� a < 0 ����������������� a ∈ Z \ {0} � s ∈ (−1, 1)�

ua(s) = usgn(a)(s)
|a|.

�����������k�sgn(k) = k/|k|�����

u1(s) = E[sζ1 , X1 = 1] + E[sζ1 , X1 = −1]

= ps+ qsE[ sζ2◦Σ
1
, X1 = −1� �� �

� X1 ������������ 2 �����

]

= ps+ qsu2(s) = ps+ qsu1(s)
2.

���

u1(s) =
1±

�
1− 4pqs2

2qs
.

���± � − ����� u1(s)�������� s ∈ (−1, 1) ����

u1(s) < 1�����s ∈ (0, 1) ��1+
√

1−4pqs2

2qs > 1����������

u−1(s)����������������� a ̸= 0 � |s| < 1�

E[sζa ] =





�
1−
√

1−4pqs2

2qs

�a

, a > 0,
�

1−
√

1−4pqs2

2ps

�−a

, a < 0.

1.2 �������������

�� P(ρ0 < ∞) = 1�����������������������

������������������������� 0 � 0 ����

����������������������������� 0⃗�

�������������������������������

���������������������������������

���������������������

1.2.1 Zd ��������

������� 2d � d ���

v⃗i =





(0, . . . , 1����
� i �

, . . . ), i = 1, . . . , d,

(0, . . . , −1����
� i− d �

, . . . ), i = d+ 1, . . . , 2d,
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�� 2d����� p1, . . . , p2d��� p1+· · ·+p2d = 1����� Zd����

���������� B⃗1, B⃗2, . . .��� P(B⃗i = v⃗m) = pm�m = 1, . . . , 2d��

���Zd ����������������� Zd ����� {X⃗n : n ≥ 0}

X⃗0 = 0⃗, X⃗n =
n�

m=1

B⃗m, (n ≥ 1),

�����

P(X⃗0 = 0⃗) = 1, P(X⃗n − X⃗n−1 = v⃗m | X⃗0, X⃗1, . . . , X⃗n−1) = pm.

�� p1 = · · · = p2d = 1/(2d)����������������

�������� ρ0⃗ = inf{n ≥ 1 : X⃗n = 0} �����������
������������������� P(ρ0⃗ < ∞) = 1�������

����

�������������������������������

�������������������������� d ��� u⃗ =

(u1, . . . , ud)��� ui = ±1�������� ε⃗��N(u⃗) =
�d

m=1(um+1)2d−2�

���������� u⃗�N(·) ������� {0, 1, . . . , 2d − 1}����
q0, q1, . . . , q2d−1 ∈ [0, 1] �

�2d−1
m=0 qm = 1����� Zd ��������

������ Bd
1 , B

d
2 , . . .��� P(Bd

i = u⃗) = qN(u⃗)����Zd �����

������������ Zd ����� {Y⃗n : n ≥ 0}

Y⃗0 = 0⃗, Y⃗n =

n�

m=1

Bd
m, (n ≥ 1), (1.8)

�����

P(Y⃗0 = 0⃗) = 1, P(Y⃗n − Y⃗n−1 = u⃗ | Y⃗0, Y⃗1, . . . , Y⃗n−1) = qN(ε⃗). (1.9)

����� ε �� qN ε⃗ = 2−d��������������������

������������� d = 1 �������������� d = 2

�������������������������� Z2���1.3��
��� {Y⃗n : n ≥ 0} ����������������� d ������

��� d ������ d ����������
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�0

� 1.3: ������ {X⃗n}�� · �������������� {Y⃗n}��
��������

1.2.2 �������

� ρ
(1)

0⃗
= ρ0⃗����� n > 1������

ρ
(n)

0⃗
=




∞, ρ

(n−1)

0⃗
= ∞,

inf{m > ρ
(n−1)

0⃗
: X⃗m = 0⃗}, ρ

(n−1)

0⃗
< ∞.

���� ε⃗1, ε⃗2, . . . ∈ Zd�������������

g(ε⃗1, ε⃗2, . . . ) = inf{n ≥ 1 :

n�

m=1

ε⃗m = 0⃗},

� ρ
(1)

0⃗
= ρ0⃗ = g(B⃗1, B⃗2, . . . )������ ρ

(n)

0⃗
= m�� ρ

(n+1)

0⃗
= m +

g(B⃗m+1, B⃗m+2, . . . )���� g(B⃗m+1, B⃗m+2, . . . ) � g(B⃗1, B⃗2, . . . ) ����

������������������� ρ0⃗ ◦ Σm����

P(ρ(n+1)

0⃗
< ∞) =

∞�

m=1

P(ρ(n)
0⃗

= m&ρ0⃗ ◦ Σm < ∞)

=

∞�

m=1

P(ρ(n)
0⃗

= m)P(ρ0⃗ ◦ Σm < ∞)

= P(ρ(n)
0⃗

< ∞)P(ρ0⃗ < ∞),

������� ρ0⃗ ◦ Σm ������� ρ
(n)

0⃗
= m ����������

����� n ≥ 1�

P(ρ(n)
0⃗

< ∞) = P(ρ0⃗ < ∞)n.
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������� 0⃗ ��������������� 0⃗ ����

������� 0⃗ ������

T0⃗ =
∞�

n=0

10⃗(X⃗n).

������������∞���� T0⃗ = n��� ρ
(n)

0⃗
< ∞� ρ

(n+1)

0⃗
= ∞�

���

E[T0⃗] =

∞�

n=0

P(T0⃗ > n) = 1 +

∞�

n=1

P(ρ(n)
0⃗

< ∞) =

∞�

n=1

P(ρ0⃗ < ∞)n

=
1

1− P(ρ0⃗ < ∞)
=

1

P(ρ0⃗ = ∞)
.

��� P(ρ0⃗ < ∞) = 0����������������������

∞ = 1/0��

����������

P(T0⃗ < ∞) > 0 =⇒� �� �
���� n �� P(ρ(n)

0⃗
< ∞) < 1

E[T0⃗] < ∞,

E[T0⃗] = ∞ =⇒� �� �
��� n�P(ρ(n)

0⃗
< ∞) = 1

P(T0⃗ = ∞) = 1.

1.2.3 Z2 �����������

�������� {X⃗n : n ≥ 0} ���/���������� {Y⃗n :

n ≥ 0}������� d = 2 ��{Y⃗n} ����������������
�� d = 2 ����������������� {X⃗n} �������
{Y⃗n}�ρ0⃗�ρ

(n)

0⃗
�T0⃗ ���������������������

������������� E[T0⃗] = ∞���

E[T0⃗] = E

� ∞�

n=0

10⃗(Y⃗n)

�
=

∞�

n=0

[10⃗(Y⃗n)] =
∞�

n=0

P(Y⃗n = 0⃗),

�����
�∞

n=0 P(Y⃗n = 0⃗) = ∞�������������������
�������������� E[T0⃗] = ∞���� �∞

n=0 P(Y⃗n = 0⃗) < ∞�
���������������������� 2n ��� 0���

� Xn = 0 ���� 2−2n
�
2n
n

�
���� d ����������� d ��

������� d ��������������Y⃗n = 0⃗���� d ���
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��������� 0 ����� 2−2nd
�
2n
n

�d�������������
� d�

∞�

n=0

2−2nd

�
2n

n

�d

���� ∞�
��

�
2n
n

�
= (2n)!/(n!)2����������Stirling�����

�
2n

n

�
=

22n√
πn

(1 +O(n−1)).

���������
∞�

n=1

2−2nd

�
2n

n

�d

���������
∞�

n=1

�
1√
πn

�d

������������� d = 1, 2 ��������d > 2 �����

�������d = 1, 2 ��E[T0⃗] = ∞��� {Y⃗n} ������ d > 2 ��

E[T0⃗] < ∞��� {Y⃗n} ����������� {X⃗n}��� d = 1, 2 ��

{X⃗n} ������� d = 2 �������� d > 2 ������

1.2.4 �� d ≥ 3 �����������

�������� {Y⃗n} ��������� {X⃗n} ��������
���������������������������� {X⃗n} �
{Y⃗n} ������������������������������
���

� {X⃗n}����������������� {N1,n, . . . , Nd,n}���

• N1,0 = · · · = Nd,0 = 0; ��

• �� n ∈ Z+��� Xn � Xn−1 ����� k���������� 1

���� 1�� Nk,n = Nk,n−1+1������� j ∈ {1, . . . , d}\{k}�
Nj,n = Nj,n−1���� n ∈ Z+������ kn ∈ {1, . . . , d} ��
Nkn,n −Nkn,n−1 = 1�

�� {X⃗n} ������� kn �� {1, . . . , d} ��������� {kn} �
��������� n → ∞ ����� 1����� k = 1, . . . , d�Nk,n �

�� ∞�
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���� {X⃗n} ������ {Y⃗n}�������d ��������

������ {Y1,n}, . . . , {Yd,n}��� Xk,n = Yk,Nk,n
����� 1����

Yk,n �������� {X⃗n}����������{Y⃗n}� {Nk,n}�����
�� {Y⃗n} �(1.8)�(1.9)����������������{Yk,n : n ≥ 0}
�����������������

��������� n �� P(X⃗2n = 0⃗)����������

1. P(mink=1,...,d{Nk,2n} < n/d) = O(n−d/2)�

2. P(X⃗2n = 0⃗&mink=1,...,d{Nk,2n} ≥ n/d) = O(n−d/2).

�������������� d ≥ 3 ��
�∞

n=1 P(X⃗2n = 0⃗) ������

��������

����1��������������� N1,2n, . . . , Nd,2n ����

������������P(mink=1,...,d{Nk,2n} < n/d) ≤ dP({N1,2n} < n/d)�

���N1,2n = 1k1=1+1k2=1+ · · ·+1k2n=1���� k2n ������� 1/d

����� 1��� N1,2n ���������������������

���������������������

����2������� {Nk,2n}� {Yk,m : k = 1, . . . , d,m ≥ 0}��
����� {Y1,n}, . . . , {Yd,n} � d �����������������

P
�
X⃗2n = 0⃗& min

k=1,...,d
{Nk,2n} ≥ n

d

�

=
�

m1,...,md=⌈n
d
⌉
P(N1,2n = m1, . . . , Nd,2n = md, Y1,m1 = 0, . . . , Yd,md

= 0)

=

∞�

m1,...,md=⌈n
d
⌉
P(N1,2n = m1, . . . , Nd,2n = md)P(Y1,m1 = 0) · · ·P(Yd,md

= 0)

≤
∞�

m1,...,md=⌈n
d
⌉
P(N1,2n = m1, . . . , Nd,2n = md)

�
∞max

m=⌈n
d
⌉
P(Y1,m = 0)

�d

≤
�

∞max
m=⌈n

d
⌉
P(Y1,m = 0)

�d

.

����� m′ ������� n/d ����� max∞m=⌈n
d
⌉ P(Y1,m = 0) =

P(Y1,m′ = 0)�����1.2.3��������������������
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